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1 Einleitung

Reduziert man bei Funktionen f : @ C C — C den Bildraum auf seine Ba-
nachraumeigenschaft, so bleiben viele Erkenntnisse der Funktionentheorie - wie
der Potenzreihenentwicklungssatz, der Satz von Liouville oder auch der Iden-
titdtssatz - erhalten, was vor allem dem Satz von Hahn-Banach geschuldet ist.
Betrachtet man also holomorphe Funktionen mit Werten in einem Banachraum,
so ist beim strengen Maximumprinzip - im Gegensatz zum schwachen - eine
Ubertragung fiir derartige Funktionen unabhéngig vom konkreten Banachraum,
speziell seiner Norm, nicht mehr moglich. Man bezeichne einen Banachraum als
MP-Raum, wenn fiir alle holomorphen Funktionen mit Werten in diesem das
strenge Maximumprinzip erfiillt ist; so ist es Anliegen dieser Arbeit, gerecht-
fertigt durch die Feststellung, dass einige - aber nicht alle - Banachriume MP-
Réume sind, eine Klassifizierung dieser vorzunehmen.

Konkret besagt das strenge Maximumprinzip, dass eine holomorphe Funktion
ihr Maximum nicht im Innern annehmen kann, ohne konstant zu sein. Aber
bereits fiir den Banachraum C? - versehen mit der Maximumnorm - haben wir
mit f(z) := (1, z) eine nichtkonstante holomorphe Funktion, die ihr Normmaxi-
mum im Innern der komplexen Einheitskreisscheibe annimmt. Betrachtet man
die Klasse der Banachrdume, fiir welche das strenge Maximumprinzip gilt, fin-
det sich mit den Hilbertraumen zwar schnell eine erste groe Gruppe, doch zielt
diese Arbeit unter Zuhilfenahme der entsprechenden Literatur auf eine umfas-
sende Beschreibung dieser Klasse, welche schliellich mit der Arbeit von Thorp
und Whitley [7] gelingt.

So erfiillen holomorphe Funktionen mit Werten in einem Banachraum genau
dann das strenge Maximumprinzip, wenn alle Punkte der Einheitssphéire des
Bildraumes komplexe Extremalpunkte seiner abgeschlossenen Einheitskugel sind.

Herzlich danken mochte ich Herrn Prof. Dr. Jiirgen Leiterer fiir die grofie fach-
liche Hilfe, Frau Anne-Katrin Dorow fiir Ihre Beratung und Aufmunterung, den
Korrektoren fiir ihre Mithen und Lotte, Maggie und Anja fiir die Liebe im Alltag.

Ich widme diese Arbeit meiner Tochter und ihrer reizenden Mutter, meiner
Mutter und meinem Vater, meinen Geschwistern und ihren Liebsten, meinen
Freunden und Zopfkopfchen samt Wiirmchen.






2 Skalare Funktionen

Der Banachraum C ist beim Studium von Funktionen mit Werten in einem
Banachraum Vorbild und Werkzeug zugleich. Um die nétigen skalaren Sach-
verhalte skizzieren zu konnen, seien folgende Vereinbarungen getroffen. N sei
eine Bezeichnung fiir die positiven natiirlichen Zahlen, R™ bezeichne die reel-
len Zahlen grofler Null und C den komplexen Zahlenraum, welchen man auch
als R? auffassen kann. Zu jeder komplexen Zahl z gehéren dann die eindeutig
bestimmten reellen Koordinaten x (Realteil von z) und y (Imaginérteil von z)
mit z = x + iy, wobei i die imaginire Einheit bezeichne, fiir welche 2 = —1
gilt. Bei gegebenem f seien u und v die reellwertigen Funktionen, die jedem z
den Real- bzw. den Imaginérteil von f(z) zuordnen und man kann verkiirzend
f = wu + iv notieren. Unter einem Gebiet verstehe man stets eine nichtleere
zusammenhéngende offene Teilmenge der komplexen Zahlen, wobei eine Menge
M zusammenhéngend heifle, wenn jede lokal konstante Funktion f : M — C
konstant ist. Der Begriff offen resultiere dabei aus der durch den Betrag - als
die euklidische Norm - |z| := /22 + y? induzierten Metrik. Weiter sei mit M
der Abschluss einer Menge M bezeichnet und eine Menge liege ganz in einer
anderen, wenn ihr Abschluss in ihr liegt.

Mit Hilfe des ersten Satzes werden wir die - aufgrund des Themas dieser Arbeit
- wichtigen Maximumprinzipien fiir (skalare) holomorphe Funktionen beweisen.

2.1 Satz. Wenn

o0

f)=) eulz —a)"

n=0
mit |z — a| < R und wenn 0 < r < R, dann

2m

Z lep|? 2" = %/}f(aere”)lz dt.
n=0

0

Der Beweis ist bei Rudin [6] auf Seite 253 nachzulesen und erfolgt unter Zuhil-
fenahme der Parsevalschen Gleichung?.

2.2 Satz (Maximumprinzip). Sei D ein Gebiet. Hat eine holomorphe Funk-
tion f : D — C ein Betragsmazimum im Punkt a € D, gilt also fir alle z € D

|f(@)] = |f(2)],

so0 ist sie konstant.

Beweits. a liegt, wie alle Punkte eines Gebietes, im Innern von D. Daher gibt

es auch eine Kreisscheibe um a mit positivem Radius R, die ganz in D liegt und
[ee]

auf der sich f lokal in eine Potenzreihe Y a,(z — a)™ entwickeln 148t. Fiir alle

n=0

r < Rund 0 <t < 27 gilt laut Voraussetzung |f(a)| > ’f(a + re')| und somit

Vergleiche dazu mit Satz 3.6!



wegen Satz 2.1

2m
> loaf'rt = o [ It e ﬁ<—/u at = 7@ = laof.
0

Folglich sind alle a; mit ¢ > 1 gleich Null, also ist f konstant auf der genann-
ten Kreisscheibe. Eine direkte Folgerung aus dem Identitétssatz fiir analytische
Funktionen ist die Eindeutigkeit der analytischen Fortsetzung. Demnach resul-
tiert die Konstanz einer holomorphen Funktion auf dem ganzen Gebiet bereits
aus der auf einer Teilmenge, die einen Haufungspunkt enthilt. f ist konstant.

O
2.3 Korollar (schwaches Maximumprinzip). Fine auf dem Abschluss eines
beschrinkten Gebietes stetige und im Innern holomorphe Funktion nimmt ihr
Betragsmazimum auf dem Rand des Gebietes an.

Beweis. Sollte die Funktion ihr Betragsmaximum im Innern annehmen, so folgt
aus dem Maximumprinzip die Konstanz der Funktion im Innern und aufgrund
der Stetigkeit sogar auf dem Abschluss. Dass es iiberhaupt angenommen wird,
sichert die Kompaktheit des Abschlusses und die dortige Stetigkeit der Funkti-
on.

O
Bemerkung. Dass dabei die Beschrianktheit des Gebietes wesentlich ist, kénnen
wir an dem unbeschrénkten Gebiet {{ € C : [Im&] < T} und der Funktion

fle) = e(e®) erkennen, deren Betrag laut Konstruktion auf dem Rand konstant
Eins ist, nicht aber im Innern. Denn fiir alle Randpunkte ist e ein Vielfaches
der imaginiren Einheit und damit |f(£)| = € = 1, da |€*| = €* mit z = = + iy.

2.4 Definition. Eine zweimal stetig differenzierbare Funktion h : R? — R

mit
0°h  0%h
Ah’(aﬂ+8y>—0

heifle harmonisch, wobei man A = (Ba:2 + 3y 2) den Laplaceoperator nennt.
2.5 Definition. Eine stetige Funktion s : D — R mit D C C offen heifle

subharmonisch in D, wenn fiir alle £ € D und r > 0, so dass die abgeschlossene
Kreisscheibe |z — &| < r ganz in D liegt, gilt:

27
1 ‘
s(6) < o /s({“—i—re”) dt.?
0
Mit der Schreibweise |dz| := r - dt motiviert durch z = £ + re'* also % = rie'

notiere man alternativ:

SCEC- I BECIER

|2—¢l=r

?Die ansonsten iibliche Einfiihrung des Begriffes der Subharmonizitt fiir oberhalbstetige
Funktionen mit Werten in R U {—oo} ist fiir diese Arbeit nicht notwendig.

3Nicht zu verwechseln mit einem komplexen Kurvenintegral § f(z)dz!
«@



Der folgende Satz aus Rudin [6] auf Seite 404, der hier ausschliellich zitiert sei,
macht die Namensgebung plausibel.

2.6 Satz. Sei s eine subharmonische Funktion in ), K eine kompakte Teilmenge
von §2, h eine stetige reelle Funktion auf K, die im Innern von K harmonisch
ist, und sei s(z) < h(z) in allen Randpunkten von K. Dann gilt s(z) < h(z) fir
alle z € K.

Bemerkung. Harmonische Funktionen h sind also subharmonisch; dieses wird

2m
durch ihre Mittelwerteigenschaft! h(¢) = 5= [ h(£ + re') dt bestitigt.
0

2.7 Satz (Maximumprinzip fiir stetige subharmonische Funktionen).
Sei D ein Gebiet. Hat eine subharmonische Funktion s : D — R ein Mazximum
im Punkt z* € D, gilt also s(z*) > s(z) fiir alle z € D, so ist sie konstant.

Beweis. Sei M := {z € D|s(z) = s(z*)} und (2 )ney mit 2z, € M fiir allen € N
eine konvergente Folge in M. Da alle z, in M liegen, folgt s(lim, oo 2,) € M
aufgrund der Stetigkeit von s, weswegen M in D relativ abgeschlossen ist.
Konnten wir zusétzlich zeigen, dass M offen ist, so wire M = D und damit s
konstant.

Nehmen wir an, M sei nicht offen, so gibt es ein 2’ € M, so dass in jeder Um-
gebung z ¢ M liegen. Also s(z) < s(2') = s(z*). Da D offen ist, gibt es auch
ein z € D mit s(z) < s(z*), so dass die abgeschlossene Kreisscheibe um z’ mit
Radius r := |z — 2’| ganz in D liegt. z liegt also nicht in M, ist aber Randpunkt
einer in D liegenden, abgeschlossenen Kreisscheibe mit Mittelpunkt in M.

Die Funktion h habe den konstanten Wert s(z’). Da s stetig, gibt es auch ei-
ne Umgebung um z und damit auch ein Teilstiick des Randes der Kreisschei-

be, wo s < h. Da auf dem Reststiick des Kreises sowieso s < h gilt, folgte
2

2m
[ s(z' +ret) dt < [ h(z' + re') dt. Die Subharmonizitét von s und die Kon-
0

0
stanz von h ergdben den Widerspruch

2m 2m 27
s(2) < 5= [s(2/ +re’t)dt < 5= [ h(z +ret) dt = 5= [ s(2') dt = s(2).
0 0 0

Eine entscheidene Rolle spielt die folgende Hilfsfunktion.

2.8 Definition. Fiir eine reellwertige Funktion ¢, definiert auf einer Kreis-
scheibe um & € C, sei, falls die Integrale existieren,

M;(r) ist monoton wachsend fiir s subharmonisch.

4Siehe Rudin [6] auf Seite 284!



2.9 Satz. Sei s eine subharmonische Funktion in D, £ € D und 0 <ry <ry <r
derart, dass die abgeschlossene Kreisscheibe |z — &| < r ganz in D liege, so gilt

MS(Tl) S MS(TQ).

Beweis.? Sei h die in |z — £| < ro harmonische Funktion, die in |z — &| = 7o
mit s {ibereinstimmt. Nach Satz 2.6 gilt s(z) < h(z) in |z — £| < ro und daher

27 o
1 . 1 .
Mi(r1) < g/h(f +rie’) dt = h(€) = o /h(§ + ety dt = M (ry).
0 0

O
Wie wir spéter in Kapitel 3.3 beim Beweis von Satz 3.13 fiir nullstellenfreie
Gebiete oder p > 2 sehen werden, gilt fiir nichtkonstante Funktionen f sogar:

M, »(r) ist streng monoton wachsend fiir f holomorph.

Ein erstes Indiz fiir das eben Behauptete ist die Tatsache, dass sowohl die Be-
tragsfunktion einer holomorphen Funktion als auch ihre p-te Potenz subharmo-
nisch sind, welches durch die folgenden Sétze belegt werden soll.

2.10 Lemma. Vzo € RT 3c € RVz € RT : 2P > af + ¢(x — z9) mit 1 <p € R.

Beweis. Es seien die Funktionen %,g : Rt — R und die Konstante c fiir ein
beliebiges zg € RT folgendermaflen definiert:
k(x) : =P

ci=p-azl
g(x) : = k(z) — c(z — o).
Somit ist g mindestens zweimal differenzierbar und es folgt:

g(x) = P —p-xg_l(x—:zro) =P —p~a:g_1x +p-ab,
L per - o)

)

g'(@)=p-a?~t —p-ag
g"(x) = p(p—1)a? >

Da ¢’ die einzige Nullstelle bei 2 hat und ¢” > 0, gilt fiir alle x € RT:

9(z) = g(z0),
k(z) — c(x — zo) > k(zo),
xP > ab + c(x — x).

a
2.11 Satz. Sei f eine holomorphe Funktion in D, so ist die Funktion s := |f|"
fiir p > 1 subharmonisch in D.

Beweis.® Seien ¢ € D und r € RT derart, dass die abgeschlossene Kreisscheibe

5Gefiihrt wie in Rudin [6] auf Seite 405.
6Sieche auch Hormander [4] auf Seite 18!



um ¢ mit Radius r ganz in D liegt.
Fiir p = 1 folgt das Behauptete aus der Mittelwertgleichung fiir holomorphe
Funktionen

2T 2T 2m

5O = 19@)1 = |- [ ste+rear] < o [Ite+re]a = o [ sterretyan

0 0 0

Sei p > 1. Wegen Lemma 2.10 gilt fiir ‘f(f + reit)’ eR™:

|F(&+re™)|” > ab + e[| £(€ +re)| — x0)
21

27 27
1 o 1 1 Z.
%/|f(f+ret)| dtZ%/xgdt+%/6(|f(£+ret)|—xo) "
0 0 0

2m
1 ,
>ab+c %/’f(f—i—re”ﬂdt—xo
0

2m
Sei nun zg = 5= [ |f(¢ 4 re')| dt derart gewéhlt, dass die letzte Klammer ver-
0

schwindet, so

2 2 P
1 . 1 )
—/s(f—kre”) dt > —/|f(£—|—re”)|dt
2 2

0 0

Wir wissen bereits, dass |f(z)| subharmonisch in D (p = 1) und die Funktion
k(x) = 2P monoton wachsend ist. Es folgt die Subharmonizitidt von s = ko f:

2w

3 [ st ety de = 5@ = s(0),
0

O
2m

Fiir holomorphe f wissen wir also |[f(¢)|” < & [ [f(é+re®)[" dt. Dariiber
0

hinaus 148t sich im Falle der Gleichheit sogar die Konstanz der holomorphen
Funktion zeigen. Der nachstehende Satz wird im Kapitel 3.3 auch fir p > 1
bewiesen und so durch Satz 3.13 verallgemeinert.

2.12 Satz. Sei D ein Gebiet, £ € D und r € R derart, dass die abgeschlossene
Kreisscheibe um & mit Radius r ganz in D liege. Eine in D holomorphe Funktion
f ist genau dann konstant, wenn

27
#QF = 5= [ 17+ e at
0

Bewesis. Trivialerweise gilt fiir f konstant:

27 2m
£@F = 57 [ 177 dt= oo [1r€+ren]” .
0 0



Seil nun
oo

f2) = enlz=9)"
n=0
die Potenzreihenentwicklung der holomorphen Funktion f in £, so folgt nach Satz
2.1

27
= ” 1 ity (2
S leaftrin = o [t e dt = 1O =eol”
n=0 0
alsoc; =cp =c3 = ... = 0. f(2) = ¢p = f(§) ist somit konstant.

O
2.13 Korollar. Alle Mitglieder einer Familie (f;);jcr in einem Gebiet D ho-

lomorpher Funktionen sind konstant, wenn z* € D mit Y. |f;(z*)|° < oo und
JeI
r € RY existieren, so dass fiir alle z € {£¢ € C:|£ — z*| <r} C D gilt:

SIHE)P =D 1))
jel jel

Beweis. Laut Voraussetzungen gilt mit Hilfe des Satzes von Beppo Levi:

27 27
1 % 1 * ity |2
%/Zm(z )|2dt2§/2|fj(z +re')|” dt
0 jerl 0 JjeI

2m
Z|fj(2*)|2 > Z%/Uj(z* +re”)|2 dt.
0

Jjel jel

Nach Satz 2.11 sind alle |f; (2))* mit j € I subharmonisch, also
1 2m
* 7 2 *
o [ 15 e a2 15,
T
0
Angenommen es gibe ein k € I mit

2w

1 ]

or [ 1 e de > )P,
0

so ergibe sich fiir die folgende Summe nichtnegativer Zahlen folgender Wider-
spruch:

2m .

1 } X |

S5 [l e > 1 = 5 [t e[
’ 0

Jjel jerI jeI

Laut Satz 2.12 sind demzufolge alle f; konstant.

O
Nun besitzen wir bereits alle Hilfsmittel, um fiir einen ersten Banachraum die
Giiltigkeit des Maximumprinzips fiir holomorphe Funktionen mit Werten in die-
sem zu zeigen und sogar die Frage fiir Funktionen mit Werten in Hilbertrdumen
final zu beantworten.



3 Funktionen mit Werten in Banachriumen

Ein Banachraum moge MP-Raum heiflen, wenn jede holomorphe Funktion mit
Werten in diesem konstant ist, sobald sie im Innern ein Normmaximum besitzt.
Es soll in diesem Kapitel gezeigt werden, dass fiir MP-R&ume das Vorhanden-
sein eines Skalarproduktes zwar hinreichend - aber nicht notwendig - ist. Mit
den Folgenrdumen ¢P und den Funktionenrdumen LP, die im Allgemeinen keine
Hilbertrdume darstellen, werden dafiir zwei MP-Raum-Beispiele aufgezeigt.
Einen Abschluss erhilt diese Arbeit mit dem Kapitel 3.5, da in diesem unter
Zuhilfenahme der Arbeit [7] von Thorp und Whitley die Menge der MP-Riume
genau bestimmt wird.

Vorab gilt es, den neuartigen Holomorphiebegriff fiir Funktionen f mit Wer-
ten in Banachriumen einzufiihren, welche ab sofort komplex (Vektorraum iiber
dem Kérper der komplexen Zahlen) seien. So heie § : 2 — B mit offenem 2
holomorph, wenn lim¢_, . @ fiir alle z € ) existiert. Analog zum skala-
ren Fall existieren die partiellen Ableitungen von § beziiglich der kanonischen
reellen Koordinaten x und y, die Cauchy-Riemannschen-Differentialgleichungen
sind erfiillt und die Funktion §'(z) := lim¢_, . f(ﬁg:ii(z) = %(z) = —i%(z) heifle
Ableitung von f.

3.1 Das schwache Maximumprinzip

Der Satz von Hahn-Banach erweist sich als duflerst hilfreich, um Erkenntnisse
iiber holomorphe Funktionen mit Werten in einem Banachraum aus dem jewei-
ligen skalaren Fall abzuleiten. Fiir das Aufzeigen seiner Wirkung geniigt es, eine
direkte Konsequenz aus dem Satz von Hahn-Banach anzugegeben, wobei X’ den
Dualraum von X, also den Raum der Funktionale, bezeichne.

3.1 Korollar.” In jedem normierten Raum X existiert zu jedem x € X, x # 0,
ein Funktional ' € X' mit ||2'|| = 1 und 2'(z) = ||=||.

Bemerkung. Versehen mit der Norm [|z'[| := sup,<; [2'(2)] stellt X' einen
Banachraum dar und an jeder Stelle des Raumes gilt |F(z)| < || F|| ||z ]|-

Folgerungen sind der Identitatssatz sowie der Satz von Liouville und auch:

|If|| ist subharmonisch fiir holomorphes f§.

3.2 Satz. Seien D ein Gebiet, B ein Banachraum und §: D — B holomorph,
so st [[f()|l : D — R subharmonisch in D.

Beweis.® Fiir ein beliebiges 2y € D gibt es nach Korollar 3.1 fiir das Banachrau-
melement f(zp) € B ein Funktional x € B’ mit ||x| = 1 und x(f(z0)) = |[f(20)]|-
Sei r > 0 beliebig aber derart, dass die abgeschlossene Kreisscheibe um zy mit
Radius r ganz in D liege. Da x o f (skalar) holomorph, ist ihre Betragsfunktion

7Zum Beweis siche Werner [9] auf Seite 98!
8Beweisidee; Identitiitssatz und Satz von Liouville sieche Gohberg/Leiterer [3], Kapitel 1!



laut Satz 2.11 subharmonisch und so folgt mit

I§(e0)]l = x(§Cz0) = Ix(Fo))| < 5 [ / (F(z0 + reit))dt
0

27

1

7/|X||||fzo+re }dt 7/”]0204’7”6 ||dt
0

die Subharmonizitit von ||f|.

O
Mit dem Wissen vom Maximumprinzip fiir subharmonische Funktionen erhalten
wir also eine erste wichtige Erkenntis in Hinsicht auf die Maximumprinzipien:

3.3 Korollar. Seien D C C ein Gebiet, B ein Banachraum und §f : D — B
holomorph. Ezistieren z* € D und r > 0 derart, dass fir alle |z — z*| <r

1§z = 1If(2)

gilt, so ist ||f(.)|| : D — R konstant.
Beweis. Laut Satz 2.7 ist die subharmonische Funktion [/f(.)|| konstant.

Das schwache Maximumprinzip gilt fiir jeden Banachraum.

3.4 Korollar (schwaches Maximumprinzip). Es seien D ein beschrink-
tes Gebiet, B ein Banachraum und f : D — B eine stetige Funktion, die in D
holomorph sei, so nimmt sie ihr Normmazimum auf dem Rand des Gebietes an.

Beweis. Da D kompakt ist, nimmt ||f|| ihr Maximum auf D an. Lige es nicht
auf dem Rand, so wére ||f|| laut Satz 3.3 auf D samt Abschluss konstant.

O
[If]] kann also ihr Maximum nicht im Innern von D annehmen, ohne konstant zu
sein. Fiir den skalaren Fall, also C als Banachraum mit dem Betrag als Norm,
folgt aus der Konstanz der Norm der Funktion sofort die der Funktion selbst,
welches eine direkte Folgerung aus dem Satz von der Gebietstreue darstellt.
Die Hoffnung auf eine (strenges) Maximumprinzip, unabhéngig vom Banach-
raum beziehungsweise seiner Norm, macht nun die Tatsache zunichte, dass sich
fiir gewisse Banachrdume nichtkonstante holomorphe Funktionen konstruieren
lassen, welche aber beziiglich ihrer Norm konstant sind. Analog zum néchsten
Beispiel liBt sich zeigen, dass bereits fiir eine Funktion § : D — C? das Maxi-
mumprinzip nicht mehr gelten muss.
So sei £*° der Banachraum der beschrinkten komplexen Zahlenfolgen mit der
Supremumsnorm fiir Folgen und f: D — ¢*° mit D = {z : |2| < 1} sowie f(z) :=
(1,2,2,2,...). f ist holomorph, aber nicht konstant und hat trotzdem ein Norm-
maximum im Innern, zum Besipiel bei Null, denn 1 = ||§(0)||, > [[f(2)|l =
fiir alle z € D. Demnach ist der £*° kein MP-Raum.
Fiir welche Banachrdume die Konstanz einer holomorphen Funktion bereits aus
der ihrer Norm resultiert, wird in den Kapiteln 3.4 und 3.5 beantwortet. Vorab
lernen wir erste Beispiele und Kriterien kennen.

10



3.2 Das Maximumprinzip fiir Hilbertraume

Dieses Kapitel soll aufzeigen, dass es durchaus Banachriume gibt, so dass ho-
lomorphe Funktionen mit Werten in diesen das Maximumprinzip erfiillen, und
mit dem Vorhandensein eines Skalarproduktes ein erstes hinreichendes Kriteri-
um dafiir angeben.

Als ein erstes Beispiel der Banachrdume (P mit 1 < p < oo, die wir im néchsten
Kapitel behandeln werden, betrachten wir den Raum ¢? der quadratisch sum-
mierbaren Folgen komplexer Zahlen, versehen mit der 2-Norm, und stellen fest:

Der Folgenraum /2 ist ein MP-Raum.

3.5 Satz. Seien D C C ein Gebiet und f : D — (2 eine holomorphe Funk-
tion. Existieren z* € D und r > 0 derart, dass fir alle |z — z*| <r

172 = 1711

gilt, so ist § konstant.

Beweis. f ordnet also jeder komplexen Zahl eine Folge komplexer Zahlen mit
endlicher 2-Norm zu, also f(z) = (;);jen € £2 C CN. Nun sei fiir jede natiirliche
Zahl i eine skalare Funktion f; definiert, die jedem z € D das i-te Glied der
Folge f(z) zuordnet:

fl(Z) = fz
Aufgrund der Konstruktion der f; gilt

15 = 1) = ¢Z &P = \/Z )P,

JjEN i€N

Sie bilden somit eine Familie holomorpher Funktionen, fiir welche laut Voraus-
setzung auf der Kreisscheibe

DIHEDE =15 2 153 = D 1fi)P

i€l i€l

gilt, weswegen sie laut Korollar 2.13 mit I = N alle konstant - auch auf ganz D
- sind. f ordnet also (gliedweise) jedem z € D dieselbe Folge f(z*) zu.

|
Wir versuchen, diesen Satz zu verallgemeinern. Es sei S eine Teilmenge eines
Hilbertraumes - eines Raumes mit Skalarprodukt, der vollstédndig beziiglich der
induzierten Metrik ist -, heile Orthonormalsystem, falls |le|]| =1 und (e, f) =0
fir e, f € S,e # f gelten. Weiter heifle S Orthonormalbasis, falls T = S aus
S C T und T Orthonormalsystem resultiert, und wir konstatieren:

3.6 Satz. Jeder Hilbertraum besitzt eine Orthonormalbasis.
Sei H der Hilbertraum und S eine Orthonormalbasis, dann gilt fir alle x € H:

(a) x= > (x,e)e und

ecsS
o) =) = ZS |(z, €e)|* (Parsevalsche Gleichung).
ec

Zum Beweis sei auf Werner [9], Seite 186 verwiesen.
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Da das Skalarprodukt ((z;), (&) = 3. 2:& genau die 2-Norm des ¢? induziert,

i=1

zeigt Satz 3.5 fiir den einzigen Hilbertraum unter den Folgerdumen (P, dass er
MP-Raum ist. Tatsdchlich bewahrheitet sich folgende naheliegende Vermutung;:

Jeder Hilbertraum ist ein MP-Raum.

3.7 Satz. Seien H ein Hilbertraum mit dem Skalarprodukt (.,.) und der indu-
zierten Norm ||.||, D C C ein Gebiet und f: D — H eine holomorphe Funktion.
Ezistieren z* € D und r > 0 derart, dass fir alle |z — z*| <r

1§z = 1If(2)

gilt, so ist § konstant.

Beweis. Sei {e; }icr eine Orthonormalbasis von H, dann ist mit

fi(z) == (§(2), &)

fiir jedes i € I eine in D holomorphe Funktion definiert. Aufgrund der Parse-
valschen Gleichung folgt aus den Voraussetzungen:

DAE =016 enl” = IFEIE = 1517 = D 1fi(=))

i€l icl icl
und damit laut Korollar 2.13 die Konstanz der f;. Schliefllich resultiert aus Satz
3.6(a) mit f(z) = > {f(2),e:) - e; = > fi(2) - e; das Behauptete.
i€l

iel

O

3.3 Das Maximumprinzip fiir die Folgenrdume ¢*

Nach wie vor unbeantwortet ist die Frage, ob jeder MP-Raum ein Hilbertraum
ist. Um diese zu verneinen, also konkret mit den /P - den Rdumen der in p-ter Po-
tenz summierbaren komplexen Zahlenfolgen (z;);en - zu belegen, dass das Vor-
handensein eines Skalarproduktes in einen Banachraum fiir die Giiltigkeit des
Maximumprinzips nicht notwendig ist, bedarf es noch einiger skalarer Vorberei-
tungen und des Studiums der Hoderschen und Minkowskischen Ungleichungenl.

0 P
Untersucht man die Dreiecksungleichungen der p-Normen ||z, = (Z |z |” )
i=1
fir 1 < p < oo und ||z, = sup,ey |2i| beziiglich ihrer strengen Giiltigkeit,

gelangt man zu folgender weniger bekannten Erkenntnis.

3.8 Satz (Héldersche Ungleichung). Seien 1 < p < 0o und q := ppj. Fiir
= (2;)ien € P und y = (yi)ien € €7 ist zy € €* und es gilt [|zy|l1 < ||z|l,llyllq-
Dabei gilt ,, = “ genau dann, wenn (|2;P);en ein Vielfaches von (|y;|?)ien ist.

Beweis.? Fir 0 < A < 1 und 0 < a < b existiert ein € mit a < € < b, so

9Siehe dazu auch Kéthe [5] auf Seite 138!
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dass nach dem Mittelwertsatz

V' —a = (1= \)(b—a)e? gilt, also

da e~ < a~*. Multiplikation mit a* bewirkt
a*b' ™ < Aa+ (1 — \)b.
Man beachte, nur wenn a = b, gilt a*b'~* = \a + (1 — \)b. In Summe folgt mit
a*b' ™ < Xa+ (1= Nb fiir 0 < a,bund 0 < A < 1, (1)

die ,,gewichtete Ungleichung vom geometrischen und arithmetischen Mittel“.
Fiir die Folgeglieder von = und y sowie fixiertes n definieren wir

|4

C; ::nilunddi :nil
(22 [axl")? (2 lyel®)a

k=1 k=1

(1)ergibtmit)\:%,also17)\:17%:%:%,unda:cfundb:d?

1 1
cid; < =c' + =dl, also (2)
p q

|zi|P

|z <1 L [yl
L Pyl i D+ P q
(2 lzel™) P (D2 lywl®) e > |kl > 1Ykl
h=1 k=1 k=1 k=1

Summieren wir diese Ungleichungen, so erhalten wir fiir alle n

n

Z |$kyk|

k=1

- q
3
+ = kil =1, also

z i qy\1 q q
(X2 |zeP)7 (22 lyel”)® > Y]
k=1 k=1 k=1

n n n :
S el < (zw) (z mrz) |
k=1 k=1 k=1

Nun folgt [|zy|l1 < ||lz]pllyllq fir n — oo und das Gleichheitszeichen gilt genau
dann, wenn es in allen Ungleichungen (2) gilt, also der Vektor (|z;|P);en ein
Vielfaches von (|y;|9);en ist.

o
107

IN
K=
NE!
ENEE)
Eal ol
S LS

=
I
—

=

O
Aus der Holderschen ergibt sich die Minkowskische Ungleichung.

3.9 Satz (Minkowskische Ungleichung). Seien 1 < p < co und q := -Z

p—1-
Fiir x,y € 7 gilt ||z +yllp < [l + llyllp-
Dabei gilt ,, = “ genau dann, wenn x ein nichtnegatives Vielfaches von y ist.

13



Beweis. Aus der Holderschen Ungleichung resultiert fiir fixes n

n n n
S el < S il P+ el gl
=1 =1 i=1
<<Zlyil”> (me(?-”q) +<Z|yi|P> <Z|xi+yi|<p-l>q>
=t =1 i=1 =1
z 1
n P n n 3
(o) o (o) | (Senr) - an s
i=1 i=1 i—1

n
Wir dividieren durch <Z |z; + yilP )

=

=

Q=

undbedenkenl—%zl—E:l SO

P p’

(Z} Izi+yi|p> (lezw ) iy <§|yi|p>;+ (iwlpy

Nun folgt ||z + y|l, < |lzll, + |lyllp, fir n — oo und das Gleichheitszeichen gilt
genau dann, wenn der Vektor x = (z;);en ein nichtnegatives Vielfaches von
Y = (yi)ien ist!

|
Bemerkung. Die Minkowskische Ungleichung ist trivialerweise fiir p = 1 erfiillt.

Da eine skalare holomorphe Funktion f = u 4+ v unendlich oft komplex diffe-
renzierbar und die Reihenfolge der partiellen Ableitungen vertauschbar ist, sind
Real- und Imaginérteil holomorpher Funktionen harmonisch, also Au = Av = 0.

3.10 Lemma. Seien D, D’ C C offen, f : D — D’ holomorph und ¢ : D' — C
zweimal stetig partiell differenzierbar, so gilt

Alpo f) = (D)o NI
Beweis.
Apof) _0pdu  Opdv O(pof) _0Opdu  dpdv
or Oz dx  Oydr Oy  Oxdy Oy dy
Plof) _ (Ppou Ou  Op O%u
C0x2 \ 022 ﬁm 8x8y am 8 836 Ox2
n 0%p Ou 824,0 v 87 [ 0%
Oyox 81‘ y? Oz &v dy dx?
9?( gpo 0% au 0% Ov @ dp *u
dz2 dy 8x8y Ay ) dy 830 Oy
N 0%y Ou 8290 v 87 dp O*v
Oyox ay oy? dy ) dy ay dy?
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82 32 32 o 82 o
Ao )= (g + 5 ) (won) = gl Zeo])

_ Oy u  0%u Op (0% 0%
+o |+ + 7
T 9x \ 922 | 0y? oy \ 922 ' oy?
0% (0v0u  Dudv  uds DO
Oxdy \Oy 0y Oydy Oxdx OxOx
0% ou\’ ou\? 0% v\ > ov\?
=) +5) |*+2s (5 ) + (5
Ox? Ox Ay oy? oy Ox

Dy Dy ¢ ([ Ovou _Oudv o 9%p\ | .2
= gt g, +axay 2ogay  Zayay) T\az T oz ) 1

_ Oy Oy % /2
= 0+ay 0+788 0+ ((Ap)o /I,

da u und v harmonisch sind und aufgrund von f’ = % + igx g; 2‘3;

2 2
P ="+ (3" = (30" + () =8+ (&) s

3.11 Korollar. Sei f eine in einem Gebiet D holomorphe Funktion mit f(z) # 0
fiir alle z € D, so gilt fiir beliebiges p € R

AP =p? [fP2 1.

Beweis. Sei p(2) = |2|P = /22 T2" = (22 +y?)%, dann folgt:

98 _ D2 2y5-1 0p _ P » 281
e~ 2% TY)RT 2 go =0 (@t )R 2y
aQi:E(£—1)(q;2+y2)2 2.43324_2.9(%24_3/2)%71
8902 2°2 2
—p- (2 4 y)E2 (23:2(% 1)+(:1:2+y2))
P )i (2y2(g 1)+(1’2+y2))
dy? 2

D_ p
Al = Ap=p- @ +7) 2 (202 +2) (8 -
=2 (@ + )52 +y?) (G - D) +1)
2

Lip— —
=p* - (@® + )20 = p? )

1)+ 20 + %)

Lemma 3.10 liefert nun das Behauptete.

O
Bemerkung. Demzufolge ist A |f|” mit p > 2 auch fiir holomorphe Funktionen
f mit Nullstellen definiert .

10|12 entspricht der Funktionaldeterminante einer komplex differenzierbaren Funktion.
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3.12 Lemma. Sei ¢ : C — R eine zweimal stetig differenzierbare Funktion,
definiert auf der Kreisscheibe um £ mit Radius r*, und 0 < r < r*, so

Beweis.

2w
Mgy(r) = iﬂ /¢(§ +re') dt = iﬁ / o(z) dt
0 [z=&|=r

mit 2z = € + re = € + x + iy mit 2 :=r - cost und y := r - sint. Daher gilt

0 Jdy
— = cost und == = sint ,
or or
wie auch
d d
d—atc = —r - sint und d—z =7 - cost.

Somit ergibt sich

oy = L 9 _i/ 990z 040y
M¢(r)727r / ar dt727r 8x8r+8y8r dt

|z—€l=r |z—¢&l=r
! 0¢p ¢ .
=5 / <0x cost + 3y smt> dt
lz—¢l=r
1 oo} 0¢
- 27 / (63: dy Oy dac)
|z—¢€l=r

1 2 2
- / (M + M) dxdy (Stokesscher Integralsatz)

2mr ox2 = 0y?
[z—&|<r
1
= — / A¢ dN
2rr
[z—&|<r

wobei beim letzten Integral eine Integration beziiglich des Lebesgueschen Mafles
A des R? zu verstehen ist: d\(z) = d\ = dxdy.

O
Das Maximumprinzip fiir die Banachrdume ¢P im Blick sind wir endlich in der
Lage, Satz 2.12 zu verallgemeinern.

3.13 Satz. Sei p > 1, D ein Gebiet, ¢ € D und v € RT derart, dass die
abgeschlossene Kreisscheibe um & mit Radius r ganz in D liege. Eine in D holo-
morphe Funktion fist genau dann konstant, wenn

27
#QF = 5= [ 17+ e at.
0

16



Beweis. Auch fiir den allgemeinen Fall ergibt trivialerweise die Konstanz der
holomorphen Funktion f folgende Gleichheit

27 27
1 1 .
£ = 5 [15@F di= 5 [ |fte+ren)” ar
0 0

Fiir den Fall, dass die holomorphe Funktion f im Punkt £ den Wert Null an-
2

nimmt, folgt wegen 0 = [f(&)[" = &= [ |f(E+ reit)|p dt und ihrer Stetigkeit,
0

dass sie auf einer Kreislinie um £ - und damit auf ganz D - konstant Null ist.
Gilt jedoch f(&) # 0, so gibt es aufgrund der Stetigkeit von f auch eine Kreis-
scheibe mit Mittelpunkt £ und Radius ' < r ohne Nullstellen, so dass dort
AfP =p2 |fIP72 ) filr alle 1 < p < oo definiert ist.
Es geniigt zu zeigen, dass die Ableitung f’(z) auf dieser Kreisscheibe mehr als
endlich viele Nullstellen besitzt, denn so wire f’ konstant Null - sogar auf ganz
D - und damit f konstant.
Nehmen wir das Gegenteil an, so wiirden Lemma 3.12 und Korollar 3.11 mit

1

[ o= [ Rt aso

|z—&|<r* |z—&|<r*

1

/ *\
Migpe (r") = 5=

die strenge Monotonie von M,z »(r*) fiir 0 < 7* < r’ implizieren. Zusammen
mit der uns aus den Sétzen 2.9 und 2.11 bekannten schwachen Monotonie von
M,y » auch auerhalb der besagten Kreisscheibe erhielten wir den gewiinschten
Widerspruch mit

2

FEF = Mg (0) < My (') < Migp (1) = 5= [ 176+ re)| de = €)1
0

O
Schliellich kénnen wir das vom Fall p = 2 abgeschaute Verfahren fiir p > 1
anwenden.

3.14 Korollar. Alle Mitglieder einer Familie (f;);jcr in einem Gebiet D ho-

lomorpher Funktionen sind konstant, wenn z* € D mit Y |f;(z*)]" < oo und
JeI
r € RY existieren, so dass fiir alle z € {€¢ € C: |£ — z*| <r} C D gilt:

S IHEF = S I

Beweis. Analog zu Satz 2.13 mit ,,p* anstelle von ,,2“ und vorherigem Korollar.
O
P mit 1 < p < oo ist MP-Raum.

3.15 Satz. Seien D C C ein Gebiet, 1 < p < co und f: D — ¢P eine holomorphe
Funktion. Ezistieren z* € D und r > 0 derart, dass fir alle |z — 2*| <r

IFCz5Il, = 5,
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gilt, so ist § konstant.

Beweis. Der Beweis erfolgt analog zu dem des Satzes 3.5 mit entsprechen-
der p-Norm und Unterstiitzung von Korollar 3.14.
O

3.4 Das Maximumprinzip fiir die Funktionenrdume L?

Abweichend von der in der Literatur etablierten Vorgehensweise, die Erkennt-
nisse der /P auf die LP zu iibertragen, konzentrieren wir uns mit diesem Kapitel
zunehmend auf geometrische Eigenschaften des zu untersuchenden Banachrau-
mes. SchlieBllich blieb die Tatsache, dass die Norm konstant ist, sobald ein Norm-
maximum im Innern vorliegt, beziiglich des (strengen) Maximumprinzips bisher
ungenutzt. Wenden wir uns also nun den Lebeque-Rdumen zu und richten unser
Augenmerk erneut auf den Fall der Gleichheit in den Holderschen und Minkow-
skischen Ungleichungen. Sei (S, B, i) ein Mafiraum, dann bezeichne LP(S, B, 1)

den Raum der p-meBbaren Funktionen f : S — C mit [ |f[Pdu < co und
s

p-Norm ([| fl|zr(s,.0) =) Ifllp := <f|f|”du> fir 1 <p < oo. L>(S,B,p)
S

sei der Raum der wesentlich beschrénkten py-mefibaren Funktionen mit Supre-

mumsnorm (|| flze(sm.0) =) flloc = inf,(ny=0 SuPes\n [f(2)|- Es sei ange-
merkt, dass die ¢ den LP(N,P(N), o) mit uo als dem Z&hl- oder diskreten

MaB entsprechen. Wenn nicht anders angegeben, sei mit LP der LP(S, 95, i) ge-
meint.

3.16 Satz (Holdersche Ungleichung). Seien 1 < p < oo und ¢ := -£-.

p—1
Fir f € LP und g € L7 ist fg € L* und es gilt | fgllx < ||f]lpllgllq-
Dabei gilt ,, = “ genau dann, wenn |f|P ein Vielfaches von |g|P fast iberall ist.

Beweis. Da fiir ||f||, = 0 oder |g|l; = 0 wegen ||fglv = [|fgldp = 0 die
5

Aussage bereits trivialerweise richtig ist, sind ¢ := % und d := HI;JHI definiert,
p q

und wir erhalten mit (2) aus dem Beweis von Satz 3.8

[fgl L IfP 1 gl
£ lplglls — 2 IAIB g llglld

Also ist der Betrag der meBbaren Funktion fg durch eine integrierbare Funktion
majorisiert'! und daher selbst integrierbar. fg € L!. Integrieren wir, so

1 P 1 “
Ifall: [fal . - 1P L[l

= < - f
1f1pllgllp J £ lpllgll ) 1£17

11
gdp=—-+-=1
a) gl P q

Auflerdem ist |f|? ein Vielfaches von |g|P fast iiberall genau dann, wenn das
Gleichheitszeichen gilt.
d

3.17 Satz (Minkowskische Ungleichung). Seien 1 < p < co und q := ﬁ

Siehe dazu Majorantenkriterium: Alt[1], Seite 50!
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Fir f,g € L7 gilt ||f + gllp < || flly + llglly- Dabei gitt , = * genau dann, wenn
f ein nichtnegatives Vielfaches von g fast iiberall ist.

Beweis. Wir konnen die Holdersche Ungleichung anwenden, da f + g € LP
wegen LP linear, und damit |f + g|P~! € L.

I +glz = / 1+ glPdp < / I+ g+ / gllf + 9P dy
S S S

< £l lI1F + 91"~ Hlg + Ngllpll1F + 91"~ g

q

< (If1lpll -+ Nlgllp1) /|f+g\(”*1>q du
S

- p
= (Il + gl DIF + gl = da phat s

Multiplizieren mit || f + g||, 7 ergibt || f +gll, < [[fll, + [lgll, und die Héldersche
Ungleichung bewirkt, dass Gleichheit genau'? dann vorliegt, wenn f fast iiberall
ein nichtnegatives Vielfaches von g ist.

O
Bemerkung. Obwohl hier erneut ||f + g[|1 < [[f[l1 + ||gll1 trivial, wurden in den
vier Sétzen iiber die Ungleichungen bewusst nur die Félle 1 < p < co behandelt,
da ausschlieflich fiir jene vier die Zusatzbedingungen - die Gleichheitszeichen
betreffend - wahr sind.

Diese geometrische Eigenschaft der LP ermoglicht uns, einen funktionalanalyti-
schen Weg zur Losung des Problems dieser Arbeit einzuschlagen und uns einem
ersten hinreichenden Kriterium fiir MP-R&ume zu néhern. Jedoch benétigen wir
dazu noch weitere Begriffe.

3.18 Definition. Sei X ein linearer Raum und 7T eine Teilmenge von X.

T heile konvez, wenn mit x,y € T auch die Verbindungsstrecke in T liegt, wenn

also az + (1 —a)y € T fiir alle a € [0, 1].

coT =Y aw; | x; €T,neN0<a; <1,> a; = 1} heifle konveze Hiille
i=1 i=1

oder Menge aller endlichen Konvexkombinationen von T.

Bemerkung. co T ist als Schnitt aller konvexen Obermengen von 7T die kleinste
konvexe Menge, die T enhélt. Mit @0 T := co T sei ihr Abschluss bezeichnet.

3.19 Lemma. Seien D ein Gebiet, B ein Banachraum und f : D — B eine
holomorphe Funktion mit ||f(z)|| =1 Vz € D, so ||y|| =1 fiir alle y € o §(D).

Beweis.'? Sei y € co f(D), so gibt es nichtnegative Zahlen ay,as,...,a, < 1
n n
mit > a; = 1 und komplexe Zahlen z1, 2o, ..., 2, € D, so dass y = Y a;f(z;).

i=1 i=1

Fiir das Banachraumelement §f(z1) # 0 (||[f(z)|| = 1 Vz € D) existiert nach

12Giehe auch Kothe [5] auf Seite 144!
13SinngemiB wie Thorp und Whitley[?], Seite 642.
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Korollar 3.1 (Satz von Hahn-Banach) ein Funktional z* mit ||z*|| = 1 und
x*(f(z1)) = |If(z1)]] = 1. Nun ist z*§ also eine skalare holomorphe Funktion
mit Betragsmaximum bei z1, da |2*(f(2))] < [|lz*|||If(z)|| = 1 = |z*(f(21))] fiir
alle z € D, und somit konstant auf D aufgrund des Maximumprinzips. Aus der

n n
Linearitit von z* resultiert *(y) = > a;2*(f(2;)) = > a; = 1 und so folgt
i=1 i=1

n n
L= e )] < e[yl = llyll < D aillf(za)ll =Y _ai = 1.
i=1 i=1

[lyll = 1 gilt somit fiir alle Punkte aus co f(D) und auch auf dessen Abschluss.
O
L, ist MP-Raum fiir 1 < p < oo.

3.20 Satz. Seien 1 < p < oo, D C C ein Gebiet und §: D — LP eine holomor-
phe Funktion. Erxistieren z* € D und r > 0 derart, dass fir alle |z — 2*| <r

IFC5I1, = 5,

gilt, so ist § konstant.

Beweis. Wie wir aufgrund von Satz 3.3 bereits wissen, ist [[f(.)]| : D — R
konstant auf D, weswegen g(z) := m (z) eine auf D holomorphe Funkti-
on mit konstanter Norm 1 darstellt. Fiir ein beliebiges z € D gilt laut Lemma
3.19, dass auch die Konvexkombination % [g(z*)+g(z)] der Banachraumelemente

g(z*),9(z) € L? die Norm Eins hat. Wegen

loG)I + llg(2) I =2 =2- ||%[9(Z*) +0(2)]ll = lla(z") + 9(2)ll

existiert ein o € C mit g(z*) = o - g(z), wie den Bemerkungen zur Minkowski-
schen und Holderschen Ungleichung zu entnehmen ist. Nun folgt o = 1, da

2= lg(z") +9(2)ll = (1 + )a(z)[| = [1 + alllg(z)| = [1 + o und
1= la(z")[l = lleg(2)[| = lelllg(2)]| = al.
Das impliziert g(z*) = g(z), also g und eben auch f konstant auf D.
|
Beim Studium des letzten Beweises moge man bemerken, dass wir im Prinzip
nur eine Eigenschaft der LP-R&ume bendtigten, um die Giiltigkeit des Maxi-

mumprinzips fiir diese zeigen zu kénnen. Geben wir ihr doch einen Namen und
verallgemeinern.

3.21 Definition. Ein normierter Raum X heifle strikt normiert, wenn fiir alle
x,y € X gilt:

|z 4+ y| = [|z]| + |y|| = @,y linear abhingig.

Jeder strikt normierte Banachraum ist ein MP-Raum.

3.22 Satz. Seien D C C ein Gebiet, B ein strikt normierter Banachraum und
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f: D — B eine holomorphe Funktion. Fxistieren z* € D und r > 0 derart, dass
fir alle |z — z*| < r
I = 5

gilt, so ist § konstant.
Der Beweis erfolgt analog zu dem des vorangegangenen Satzes.

Von den (P, LP fiir 1 < p < oo wissen wir also bereits, dass sie strikt nor-
miert und damit MP-Réume sind. z € ¢' sei ein Vektor mit Norm Eins, der
kein Vielfaches eines Einheitsvektors von ¢! ist, also genaugenommen ein Punkt
auf der Einheitssphére mit mehr als einer Koordinate ungleich Null. Man ver-
teile! alle seine von Null verschiedenen Koordinaten auf zwei Vektoren z; und

o und stelle fest, dass H;ﬁ’ H;ﬁ und z alle auf einer Geraden liegen und die

Norm Eins haben! Aufgrund der Konvexitit der Einheitskugel des ¢! haben alle
Punkte der Geraden, speziell der Mittelpunkt £ (=2t— + ”fﬁ), die Norm Eins.

[EXR
Der ¢! ist nicht strikt normiert.

Sei f beliebiger Punkt der Einheitssphére des Li([a, b], Bo, ) mit den Borel-

b
mengen B und dem Lebesque-Ma$ p. |||l = [|f|du = 1. Man bestimme c¢
a

mit f|f|du = % Nun seien f1 := 2f auf [a, ¢) und sonst Null und f5 := 2f auf

a

[¢, b] und sonst Null, so haben sie ebenso die Norm Eins und f in ihrer Mitte.
Der L; ist ebenso nicht strikt normiert. Wie bereits diskutiert, ist der £°° kein
MP-Raum und nach letztem Satz nicht strikt normiert.

Tatséchlich ist eine erste Erkenntnis des Folgekapitels, dass fiir Banachraume
ohne Geraden auf der Einheitssphire des Banachraumes stets das Maximum-
prinzip erfiillt ist. Die Existenz derartiger Geraden verhindert zwar die strikte
Normiertheit des Raumes; aber verhindert sie auch die Giiltigkeit des Maxi-
mumprinzips in diesem? Der ¢! und Satz 3.15 sollten uns zweifeln lassen.

3.5 Ein Aquivalentes Kriterium

Ein letztes Anliegen soll nun die Frage sein, ob es auer den strikt normierten
noch weitere Banachridume gibt, so dass das Maximumprinzip fiir sie erfiillt ist.
Dazu seien nun derartige Banachrdume aus einem weiteren Blickwinkel betrach-
tet und in Anlehnung daran sei ein Begriff eingefiihrt, der fiir die Formulierung
eines notwendigen Kriteriums an Banachrdume fiir die Giiltigkeit des Maxi-
mumprinzips fiir holomorphe Funktionen mit Werten in diesen hilfreich ist.
Betont sei, dass die Sétze 3.25 bis 3.29 und deren Beweise sinngeméf der Arbeit
[7] von Edward Thorp und Robert Whitley entstammen, welche ebendort zeigen
koénnen, dass sich dasselbe Kriterium auch als hinreichendes herausstellt.

3.23 Definition. Ein Punkt e einer konvexen Teilmenge T eines Banachraumes
B heifle reeller Extremalpunkt von T, wenn

1
6:§x1+§l’2mitfxl,$2GT:>1'1:£L’2:€

4 Ahnlich Kéthe [5] Seite 336.
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und heifle komplezer Extremalpunkt von T, wenn

{e+z2y:|2|<1}CTmitye B=y=0.

Bemerkung. Veranschaulichend kénnte man sagen, dass jede Seite/Scheibe mit
einem ree_:_llen/ komplexen Extremalpunkt in der Mitte aus T herausragt. Eine
einfache Uberlegung ergibt, dass jeder reelle auch komplexer Extremalpunkt ist.

Wir betrachten im Folgenden des Ofteren die Menge aller Punkte mit Norm
kleiner beziehungsweise gleich Eins. So bezeichen wir Ex := {z € X : ||z| < 1}
als die Einheitskugel des Raumes X und 0Ex = {x € X : ||z|| = 1} als seine
FEinheitssphdre. Zum Beisspiel ist E¢ eine alternative Bezeichnung fiir die offene
Einheitskreisscheibe der komplexen Ebene D := {2z € C : |z]| < 1}.

Mithilfe dieser Terminologie werden wir die Frage nach der Giiltigkeit des Ma-
ximumprinzips auf das Studium der Einheitsspére des jeweiligen Banachraumes
reduzieren und im néchsten Satz das bisher Erreichte aus Satz 3.22 neu formulie-
ren, um durch den Vergleich mit Satz 3.29 eine grofle Plastizitit der Problematik
dieses Kapitels zu erreichen.

Schauen wir uns fiir die abgeschlossenen Einheitskugeln der 7 und LP deren
Menge der reellen Extremalpunkte - rF - an!

(i) rEp = {ze, | n € N, e, n-ter Einheitsvektor von ¢!, |z| = 1}

(1) rEw = 0Ep fir 1 <p < oo

(iit) rEpe = {(2n)nen € £° [Vn € N : |z,| = 1}

(iv) rEpy =0 mit L' = L*([a, b], Bo, 1)
(v) rEpp = 0Ep» fir 1 <p < o0

)rEL~ ={f € L*||f| =1 fast iiberall }

(vi

Bemerkung. (i) und (iv) wurden bereits nach Satz 3.22 skizziert, (iii) bei der
Konstruktion eines Gegenbeispiels am Ende des Kapitels 3.1 angedeutet und
wird final durch (vi) plausibel, (vi) wird nach Satz 3.26 bestétigt und (ii) wie
auch (v) sind exemplarisch fiir die Allgemeinheit und Inhalt des néchsten Satzes.

Gilt rEg = OFEp, so ist B ein MP-Raum.

3.24 Satz. Ist jeder Punkt der FEinheitssphdre eines Banachraums B reeller
Extremalpunkt der abgeschlossenen Einheitskugel, so gilt das Mazximumprinzip.
Hat also eine holomorphe Funktion §f : D — B auf dem Gebiet D C C ein
Normmazimum, so ist sie konstant.

Beweis. Wir zeigen dazu lediglich, dass deartige Banachrdaume strikt normiert
sind!®. Es seien 0 # z,y € B beliebig und ohne Beschrinkung der Allgemeinheit

15Es liegt sogar eine Aquivalenz vor. Siche dazu Alt [1] ab Seite 116!
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[yl = [lz]l und es gelte [l +yl| = ||z[| + [lyl], so

el e -V - -0

Iyl ERT IwH el Nl [yl
i - - - ) -
- ]l [yl ]| ]l [yl

EIRE
Der Punkt e := £ (”TT” + ﬁ) hat also wie auch ”y”
liegt somit auf der Einheitssphére und ist daher laut Voraussetzung reeller Ex-
tremalpunkt der konvexen abgeschlossenen Einheitskugel. Aus der Deﬁnition
des reellen Extremalpunktes folgt direkt die Gleichheit von W und IIyH und
damit die lineare Abhéngigkeit von x und y. Satz 3.22 komplettiert den Beweis.
O
Der rE, gepaart mit Satz 3.15 zeigt uns auf, dass Einheitskugeln von MP-
Réumen auf ihrem Rand nicht iiberall reelle Extremalpunkte haben miissen.
Umso erfreulicher das Folgende in Hinblick auf ein notwendiges Kriterium.

[l

und die Norm Eins,

HIH

Jeder Punkt der Einheitssphére eines MP-Raums ist komplexer Exremalpunkt.

3.25 Satz. Enthdlt die Finheitssphdre eines Banachraumes B einen Punkt z,
der nicht komplexer Extremalpunkt der abgeschlossenen Einheitskugel ist, so exi-
stiert eine nichtkonstante holomorphe Funktion § : D — B mit ||f(z)|| = 1 fir
alle z € Ec.

Beweis. Unter den Voraussetzungen existiert also ein y # 0, so dass ||z + zy|| <
1 fiir alle z < 1. Gébe es ein |2*] < 1 mit ||z 4+ z*y|| < 1, so

2=|2z]| = llz+ 2"y + = — 2"yl < |z + 2"y + [z — 2"yl < 2.

Da also ||z + zy|| = 1 fiir alle |z| < 1, erfiillt f(z) := z + zy das Geforderte.

O
Bemerkung. Es existieren also holomorphe Funktionen mit Werten in derartigen
Banachrdumen, fiir welche das Maximumprinzip nicht gilt.

Finden wir auf der Einheitssphéire eines Banachraumes einen Punkt, der nicht
komplexer Extremalpunkt seiner Einheitskugel ist, so kommt er demnach als
MP-Raum nicht mehr infrage. Sei f ein Punkt der Einheitsspére des Lo, (S, B, 1)
mit u({s: |f(s)] < 1}) > 0. So ist ein g(s) := 1—|f(s)| nicht die Null des Raum-
es und die Scheibe {f + zg : |z| < 1} ragt nicht aus der Einheitskugel, denn
l£(s) + zg(s)| < |f(s)|+1—|f(s)| =1 gilt fiir alle s € S und |z] < 1. f ist
also kein komplexer Extremalpunkt und der L, (S,B, 1) laut letztem Satz kein
MP-Raum. Dass Ahnliches fiir den L scheitert, konnten Thorp und Whitley in
[7] auf Seite 644 zeigen und sei hier lediglich zitiert.

3.26 Satz. Jeder Punkt der Einheitssphire des L1(S, B, p) ist komplexer Ex-
tremalpunkt seiner Finheitskugel.

Der L, wirft exemplarisch die letzte grofle Frage auf: Gilt das Maximumprin-

zip fiir Banachrdume mit einer Einheitskugel, deren Randpunkt ausschlielich
komplexe - nicht zwangsweise reelle - Extremalpunkte von dieser sind? Abhilfe
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leisten die nun folgenden Sétze.

3.27 Lemma. Es existiert eine reelle Zahl M, so dass sich fir alle n € N
komplexe Zahlen zi, zs, ..., 2, mit
(a) |z < M firi=1,2,..,n und

(b) L3 2z =1 und
i=1

(c) L3 20 =0 firp=2,3,...n
i=1
finden lassen.

Beweis. Fiir ein Polynom z™ + a12" ! + ... + a,, mit Nullstellen 71, ..., r,, sei
n

Ry, := > (r;)P fiir p=1,2,.... So sind die Newton-Identitéiten'®:
i=1
Rl = —ax
Ry + a1 R1 = —2as

R,+a1R, 1+..4+a,_1R1 = —na,

und wir sehen, dass das Polynom

2 n

_an n—1 nf n—2 _ _ nl 0
Qn(z)=2" —na""" + Tk v+ (=1 i

Nullstellen z1, 29, ..., 2, hat, die (¢) und (b) erfiillen. Wir stellen um und erhal-

n
ten Qp(z) = 2™ Y, %(_7”)1’. J. D. Buckholtz bestimmte mit M = 3,5911... die
p=0
Losung der Gleichnung M -1g M = M + 1, so dass fiir |z] < ﬁ, |zel 7% <1 und
|z| <1 nach seinem Theorem 2 aus Buckholtz [2] Y (%)p # 0 ist. So miissen
=0

die Nullstellen z1, ..., z, von @Q,(z) Betréige kleiner M haben und erfiillen somit
auch (a).

d
3.28 Satz. Sei B ein Banachraum und §f : D — B eine holomorphe Funktion
mit ||f(z)|| = 1 fir alle |z] < 1. Ist §(0) komplexer Extremalpunkt der abgeschlos-
senen Einheitskugel von B, so ist { konstant.

Beweis. Sei e := f(0). Fiir die ebenfalls holomorphe Funktion g(z) := f(z) — e
folgt durch die Konstruktion g(0) = 0 und z € @0 f(D) < = — e € co g(D).
Aufgrund des Potenzreihenentwicklungssatzes existiert eine Folge von Elemen-

oo
ten des Banachraumes (a;);eny C BY, so dass g(z) = Y. a,2" fiir |2| < 1.

n=1
Unter der Annahme, dass g nicht konstant Null ist, sei k die kleinste natiirliche
Zahl mit ay # 0, also ay der erste Koeffizient von g(z) ungleich Null. Aulerdem
seien wi, wa, ..., wy die k-ten Wurzeln der Eins. Die Funktion

k [
go(2) == Zg(wizi) = akz + a2’ + ... 1= anzna lz| < 1,
i=1 n=1

T =

L6Mitunter bei Uspensky [8] auf den Seiten 260-262 nachzulesen.
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ist aufgrund der Entwickelbarkeit in eine Potenzreihe ebenso holomorph und
go(z) € co g(D) fiir alle z € D, also ¢o go(D) C <o g(D).

Fiir ein gegebenes n seien M und z1, ..., 2, die laut vorherigem Lemma existie-
renden reellen beziehungsweise komplexen Zahlen. Nun gilt fiir alle |z| < 7

%Zgo(zzi) =biz+ Z (711 Zzl") b 2™,
i=1 i=1

m=n+1

woran wir erkennen, dass sich b;z von einer endlichen Konvexkombination des

co go(D) um ein Element aus B mit der Norm kleinergleich § 1o |||z M |™
unterscheidet. Die Potenzreihen von g(z) und folglich go(z) koT:l\:/grfglieren absolut
fiir |z] < 1 und wir erhalten lim, o io: b |l|zM|™ = 0 fiir alle |z| < 57,
woraus b1z € ¢o go(D) C co g(D) fﬁZLZaTlllJ:elz einer Kreisscheibe um Null mit
Radius ﬁ resultiert. Setzt man £ := z- M und y := bﬁl # 0, so gilt

1
biz = 51% = y¢ €co g(D) fiir alle < i und also

£
M
e + &y €co f(D) fiir alle |£] < 1.

Nach Lemma 3.25 haben aber alle Punkte der abgeschlossenen konvexen Hiille
von f(D) die Norm 1, also {e + &y : [¢] < 1} C Ep, was der Tatsache wider-
spricht, dass e ein komplexer Extremalpunkt der abgeschlossenen Einheitskugel
von B ist. Somit nimmt g auf der gesammten Einheitskreisscheibe den Wert
Null an und f ist konstant.

|
Bemerkung. Aufgrund des Identitétssatzes fiir holomorphe Funktionen mit Wer-
ten in einem Banachraum ist die Funktion § ebenso konstant, sobald sich mit
§(2), z € D, ein komplexer Extremalpunkt auf Ep finden lift.

In der Literatur werden strikt normierte Raume auch als rundlich'” bezeichnet
und es sind bekanntlich genau die Rdume, deren Einheitssphére nur aus reellen
Extremalpunkten der abgeschlossenen Einheitskugel besteht. Wiirde man ein
komplexes Pendant einfiihren, liefle sich zeigen:

Komplex-rundliche Banachrdume sind MP-R&ume.

3.29 Satz. Ist jeder Punkt der Finheitssphire eines Banachraums B komplezer
Extremalpunkt der abgeschlossenen Einheitskugel, so gilt das Mazimumprinzip.
Hat also eine holomorphe Funktion § : D — B auf dem Gebiet D C C ein
Normmazimum, so ist sie konstant.

Beweis. Sei f(z) : D — B eine holomorphe Funktion mit Normmaximum an
der Stelle 2* € D und sei weiter r € RT der Radius einer offenen ganz in D
liegenden Kreisscheibe mit Mittelpunkt z*, dessen Existenz die Offenheit von
D gewihrleistet. Wie bereits oben diskutiert, ist die Funktion ||f(.)|| : D — R
subharmonisch und damit konstant auf D. Wire ||f(z)|| = 0 fiir alle z € D,

17Zum Beispiel bei Thorp und Whitley [7] auf Seite 642.
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wiirde die Konstanz der Funktion bereits direkt folgen.

Fiir den Fall ||f(z)|| = a # 0 fiir alle z € D sei mit g := 2f(z) eine holomorphe
Funktion definiert, so dass [|g(2)|| = 1[|f(z)|| = 1 fiir alle z € D. Ferner sei
bh: Ec — B die holomorphe Funktion mit h(z) := g(rz + z*) und es gilt somit

i)l = a fiir |2 — =" < r,
la(2)]l =1 fiir |2 — "] < r,
1)) =1 fiir || < 1.

Also auch h(0) liegt auf der Einheitssphire von B und ist damit komplexer
Extremalpunkt der abgeschlossenen Einheitskugel von B. Wegen Satz 3.28 folgt
die Konstanz von h auf D und damit die von g und f auf {z : |z — z*| < r}. Der
entsprechende Identititssatz gewahrleistet nun die Konstanz von § auf ganz D.
O
Satz 3.25 und Satz 3.29 besagen in Summe, dass das Maximumprinzip fiir einen
Banachraum genau dann erfiillt ist, wenn alle seine Punkte mit Norm FEins auch
komplexe Extremalpunkte seiner abgeschlossenen Einheitskugel sind, also jede
auf einem Gebiet holomorphe Funktion mit Werten in diesem entweder kein
Normmaximum im Innern des Gebietes hat oder konstant ist.'®

18[10] Strotzt Vor Weisheit!
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5 Thesen

Thema des Kapitels 3.4 war die strikte Normiertheit eines Banachraumes. Ein
dazu dquivalenter Begriff ist die strikte Konvexitéit, wie Alt [1] auf Seite 116
leicht zeigt. Motiviert ist diese Bezeichnung durch die Uberlegung, dass der
Mittelpunkt zweier Randpunkte einer Kugel eines konvexen Raumes trotzdem
auch auf dem Rand dieser liegen kann. In strikt konvexen R&umen ist dies ge-
nau nicht moéglich. Auch der Begriff der gleichméfigen Konvexitét, der in einigen
Werken der Funktionalanalysis diskutiert wird, hitte den Beweis des Maximum-
prinzips nicht erleichtert. Sehr technisch und aufwendig kann fiir die ¢ und L”
mit 1 < p < oo die gleichméflige Konvexitit gezeigt werden, die die strikte
Normiertheit nach sich zieht. Im Hinblick auf das Maximumprinzip konnten wir
jedoch an den Beispielen ¢; und L; sehen, dass seine Giiltigkeit nicht mit den
strikt konvexen Rdumen einhergeht, so dass erst mit der Einfithrung des Begrif-
fes des komplexen Extremalpunktes die nétige Klassifizierung realisiert werden
konnte.

Da das Vorhandensein eines Skalarproduktes die gleichméfBige Konvexitat und
damit die strikte Normiertheit eines Raumes impliziert, ist das Kapitel 3.2 eher
als Heranfithrung an die Gesamtproblematik zu betrachten. Jedoch war die
Technik beispielhaft. So war es die Idee, die holomorphe Funktion mit Wer-
ten in einem Banachraum in abzéhlbar viele skalare holomorphe Funkionen zu
zerlegen, so dass die Giiltigkeit des Maximumprinzips auf den skalaren Fall
zuriickgefithrt werden kann. Zwar war es fiir die abzéhlbaren Elemente der ¢?
mit einigem Aufwand mittels des Satzes von Stokes noch moglich, das Verfah-
ren zu immitieren, jedoch bereits fiir die L? ist dies nicht mehr ohne Weiteres
umsetzbar, da grundséitzlich nur die Existenz der Folgen von Treppenfunktio-
nen - konvergierend gegen die Elemente des Raumes - gegeben ist und sich so
eine Konstruktion repriasentativer skalarer Funktionen schwierig gestaltet. Fiir
separable Urbildriume der Elemente des LP wire es ein Ansatz, mit Hilfe der
Schauder-Basen'? jene Technik auf diese Réume anzuwenden.

19Gie Alt [1] auf Seite 270!
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